Master Sciences de la Matiere (M1) 2024-2025

TD Quantification des Champs Libres — N°7 —

Répétition des concepts du cours

Soit ¢ un champ scalaire quantique, complexe et massif. On rappelle les états

—

‘EIJ 000 7km;ﬁla 000 7ﬁn> = CLT(EI) ce a’T<Em) bT(ﬁl) ce bT(ﬁn>|0> 9 \V/Ez,ﬁ} € R37
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I. Etats Cohérents

On considere des opérateurs de création al. et d’annihilation aj pour k € N\ {0} avec les
relations de commutation canoniques

ag, ap] = 0 = [a}, al,], lay, al,] = 0w 1, VEk, K € N\ {0}, (1)

agissant dans l'espace de Fock bosonique (avec 1 l'opérateur d’identité) engendré par les
vecteurs

=~ 1
N1, ng,...) = H , (al)”’“l()) , Vn, € N
b1 Nng-

ou |0) est le vecteur vide annihilé par tous les opérateurs d’annihilation ag.
I.A Montrer que les opérateurs translatés

ap = ap + Mg 1, et d,t:az—i—)\Z]l, avec M\, € C,
satisfont les mémes regles de commutation .
I.B On introduit I'opérateur

A= Z(/\Z Ay — )\gaZ) .

(=1

Montrer que 'on a
ar = ap + [Nar),  al=al +[Adl].
Trouver une transformation unitaire U telle que pour tout k
ay=Ua, U™, al=Ud U
I.C Montrer que le vecteur |0) = U|0) est annihilé par tous les opérateurs dj. En déduire
que l'état |0) est vecteur propre de chaque opérateur ay avec la valeur propre —\y.

I.D Calculer le produit scalaire (0]0). Que devient ce produit scalaire lorsque tous les X,
valent 17
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II. Fluctuations du Vide

Soit ¢(x) un opérateur de champ scalaire complexe libre de masse m (avec m € R,) en
quatre dimensions d’espace-temps. Soit f(x) une fonction complexe, et sa transformée de
Fourier

@) = [ s FR e

On définit 'opérateur de champ ‘moyen’ ¢s(z) par
os(0) = [ dy[6w) Fy - 2) + 00 g~ )]
II.A Montrer que 'on a

b(x) = C(a) + Cl(x), avee Cla) = / Bk [al (F) F(—k) +81(F) (k)] et

avec wy = V k2 +m?.

IL.B Vérifier que le commutateur de CT(z) et C(x) s’écrit

00—~
k =wp

ClanC@] =K, avee K= [@(F0P+IF-bP)

kO:wE
I1.C Le vecteur vide |0) de l'espace de Hilbert est défini par
©00y=1, et a(k)]0)=0, VkeR>.
Calculer la distribution de probabilité de 'opérateur ¢;(x) dans le vide, qui est défini par

p(s) = (016(6(z) — )[0) = / 0 e gjiess)g)

oo 2T

III. Renversement du Temps

Soit ¢(x) un opérateur de champ scalaire complexe libre. Son développement sur les opérateurs
d’annihilation et de création s’écrit

() = /cﬁ}o [a(lg)e_ikz + bT(lZ)eikx} }kosz , avec

A la transformation de renversement du temps est associé un opérateur 7T anti-linéaire,
anti-unitaire de I’espace de Hilbert qui agit sur 'opérateur de champ par

T¢(f, t) T_l = ¢<f7 _t) :
Déterminer les opérateurs de création et d’annihilation transformés T a(k) T et T b(k) T .

Indication : On rappelle que si A est un opérateur anti-linéaire, et A un nombre complexe,
ona A\N=\"A.



