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Répétition des concepts du cours

On rappelle l’action d’un champ scalaire classique, complexe, massif et libre φ (et son
conjugué φ∗)

S[φ, φ∗] =

∫
R1,3

d4xL(φ, φ∗; ∂µφ, ∂µφ
∗) , avec L = (∂µφ)(∂µφ∗)−m2 φφ∗ .

(i) Vérifier explicitement que

φ(x) =

∫
d̃3k

[
a(~k)e−ikx + b∗(~k)eikx

] ∣∣
k0=ω~k

, avec ω~k =

√
~k 2 +m2 ,

est une solution des équations du mouvement pour toutes fonctions

a, b : R3 → C .

(ii) Calculez l’hamiltonien H de la théorie et l’exprimer en termes de a, a∗, b, b∗.

I. Invariance de Lorentz

Soient k et k′ des quadrivecteurs qui satisfont

k2 = ηµνk
µkν = m2 = k′2 , avec m ∈ R+ ,

et

k0 = ω~k =

√
~k 2 +m2 > 0 , et k′0 = ω~k ′ =

√
~k′2 +m2 > 0 .

Soit D(~k,~k ′) la distribution

D(~k,~k ′) = k0 δ(3)(~k − ~k ′) .

Le but de cet exercice est de montrer que D(~k,~k ′) est invariant sous les transformations de
Lorentz, c.à.d. pour Λ ∈ SO↑(1, 3) :

D(~k ,~k ′) = D(
−−→
Λ·k,

−−→
Λ·k′) ,

où
−−→
Λ·k est la partie spatiale du quadrivecteur Λ · k.

On admettra qu’un changement de variable inversible en Rd : xi → yi (pour i = 1, . . . , d)
induit

δ(d)(y − y′) =
1

|detJ |
δ(d)(x− x′) , avec J ij =

∂yi

∂xj
.
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I.A Montrer que la distribution

D(
−−→
Λ·k,

−−→
Λ·k′) = (Λ · k)0 δ(3)(

−−→
Λ·k −

−−→
Λ·k′) ,

est singulière aux mêmes points que la distribution D(~k ,~k ′), c.à.d. lorsque ~k = ~k ′.

I.B On introduit la matrice J de taille 3× 3 dont les éléments de matrice sont donnés par

J ij =
∂(Λ · k)i

∂kj
,

et l’on note ∆(~k) = det(J). Montrer que l’on a

D(
−−→
Λ·k,

−−→
Λ·k′) =

(Λ · k)0

|∆(~k)|
δ(3)(~k − ~k ′) .

I.C Pour calculer ∆(~k), montrer successivement les équations suivantes

∆(~k) = det


1 −k1

k0
−k2

k0
−k3

k0

0 Λ1
0
k1

k0
+ Λ1

1 Λ1
0
k2

k0
+ Λ1

2 Λ1
0
k3

k0
+ Λ1

3

0 Λ2
0
k1

k0
+ Λ2

1 Λ2
1
k2

k0
+ Λ2

2 Λ2
0
k3

k0
+ Λ2

3

0 Λ3
0
k1

k0
+ Λ3

1 Λ3
0
k2

k0
+ Λ3

2 Λ3
0
k3

k0
+ Λ3

3

 .

= det


1 −k1

k0
−k2

k0
−k3

k0

Λ1
0 Λ1

1 Λ1
2 Λ1

3

Λ2
0 Λ2

1 Λ2
2 Λ2

3

Λ3
0 Λ3

1 Λ3
2 Λ3

3

 = det

((
1
k0
kTP · Λ−1
~0 113×3

)
· Λ
)
,

avec kTp = (k0 ,−k1 ,−k2 ,−k3).

I.D En déduire que

∆(~k) =
(kTP · Λ−1)0

k0
.

Finalement, montrer que l’on a

(kTP · Λ−1) = (Λ · k)0 ,

et en déduire que la distribution D(~k ,~k ′) est invariante de Lorentz.
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II. Champ non relativiste

À quatre dimensions d’espace-temps, on considère un champ complexe ψ(t, ~x) (et son
conjuguée ψ∗(t, ~x)) de masse m (avec m ∈ R+) dont la dynamique est déterminée par la
densité lagrangienne

L(ψ, ψ∗, ∂ψ, ∂ψ∗, ~x) = i ψ∗(t, ~x)
∂

∂t
ψ(t, ~x)− 1

2m
(~∇ψ∗(t, ~x)) · (~∇ψ(t, ~x)) .

où ~∇ est le gradient par rapport aux 3 dimensions d’espace.

II.A Donner les équations du mouvement et interpréter le résultat.

II.B Calculer la partie imaginaire de L. En déduire qu’on obtiendrait les mêmes équations
du mouvement à partir de la densité lagrangienne réelle 1

2
(L+ L∗).

II.C Montrer que la solution générale des équations du mouvement s’écrit sous la forme

ψ(t, ~x) =

∫
d3k

(2π)3/2
a(~k) ei

~k·~x− i~k 2

2m
t , (1)

avec a : R3 → C .

Indication : Considérer une transformation de Fourier de ψ(t, ~x).

II.D Montrer que ce modèle est invariant sous les transformations de symétrie

ψ(t, ~x) −→ eiα ψ(t, ~x) , et ψ∗(t, ~x) −→ e−iα ψ∗(t, ~x) , avec α ∈ R ,

où α est une constante indépendante de (t, ~x). Calculer le courant de Noether associé à cette
symétrie et interpréter le résultat. Verifier explicitement que le courant est conservé.

II.E Espace des phases :

a) Montrer explicitement que ψ(t, ~x) et Π(t, ~x) = iψ∗(t, ~x) sont des variables canonique-
ment conjuguées. On admettra que ψ(t, ~x) et Π(t, ~x) à temps fixé et pour tout ~x,
forment un système de coordonnées de l’espace des phases. Comme à une facteur i
près, ψ et ψ∗ sont des variables canoniquement conjuguées l’une de l’autre, il n’y a
pas lieu d’introduire une variable conjuguée pour ψ∗. Le seul crochet de Poisson non
nul s’écrit alors

{ψ(t, ~x) , ψ∗(t, ~y)} = −iδ(3)(~x− ~y) .

b) On peut aussi utiliser comme coordonnées de l’espace des phases la fonction complexe

a(~k) introduit en (1) (et sa complexe conjuguée). Montrer que l’on a le crochet de
Poisson

{a(~k) , a∗(~k ′)} = −iδ(3)(~k − ~k ′) .

c) Donner l’expression du hamiltonien, en terme des (ψ, ψ∗) et (a, a∗).
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